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I (11 val.)

1. (5,0 val.) Determine o valor dos integrais:

(z)/o rIn(3+ ) dx (zz)/2 (a:—f—x;)(zl—l)? dx

Resolugao. (i) Primitivando por partes = In(3 + z),

P(zn(3+z)) = %1ﬂ(3+‘”> -r (%Biw)

2

=x—3+

9 ,
, obtém-se
+x 3+x

Como
z? 1 [ 2?
P(xln(3+m)):?ln(3+x)—§ ?—3x+91n(3—|—x)

e pela férmula de Barrow tem-se finalmente
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(73) A funcdo integranda é uma funcao racional que se decompde em fracgoes
simples

3 .Z'2+1 3 1 2 1 2 1
dr = A dz+B dz+C ——dx =
/2 @212 " /2x+2 o / =147 / -1

= Alln(z 4+ 2)]; + BIn(z — 1)} - C [;EilL'




A determinacao das constantes A, B,C é feita pelo método dos coeficientes
indeterminados ja que

P +1=A@x -1+ Bz —1)(z —2) + Oz —2),

i.e
?+1=(A+B)2*+ (—2A+B+C)z+ A— 2B +2C,

vindo que
A+B=1

—2A+B+C=0

A—-2B+2C=1.
Obtém-se A =5/9, B=4/9, C =2/3,, e conclui-se que:

s 2?+1 3 3 1 ]°
/2 T 1) de =5/9[In(x + 2)]; +5/9 [In(x — 1)]; —2/3 {EL

— 5/9 (In(5/4)) + 4/9 (In(4/3)) — 2/3 G) |

2. (3,5 val.) Considere a funcao F :] — 1, +oo[— R

F(x) :/ x f(t) dt.
0
em que f:] —1,4+00[— R é uma fungao continua

i) A fungao F é diferencidvel em | — 1, 4+o00[? Defina a fungio derivada de F.

ii) Sendo f:] —1,4o00[— R,

1
(t+3)vVt+2’

determine F(1) utilizando a substituigao t + 2 = u?.

ft) =

Resolugao.

i) A funcao [ f(t) dt é um integral indefinido de uma fungdo continua
em | — 1,400] e portanto diferencidvel em | — 1, +o0o[, pelo Teorema
Fundamental do Célculo. Como F(z) =z [ f(t) dt, resulta do produto

2



de fungoes diferencidveis em | — 1,400 e é, também, diferencidvel em
] — 1,+00[. A sua derivada é dada por:

Fla) = /0 F(#) dt + 2 f(x).

pela regra da derivada do produto e pelo Teorema Fundamental do Cél-
culo.

iy ) 1
i) F(1) = [y GTavies

danca de varidvel, t + 2 = u?, tem-se

dt. Integrando por substitui¢ao, usando a mu-

1 V3
1 2u
——dt = o du=
0o (t+3)vt+2 s (W4 1u

V3 9 V3
— /\/5 WD du = 2 [arctg(u)] 5 = 2m/3 — 2 arctg(v2) .

3. (2,5 val.) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y = 322, y=1-—2a?.

Resolugao.

Estabelecendo 322 = 1 — 22 tem-se z = :I:%, assim a area da regiao D é dada
por:

=

2
2/ 1 — 22— 322 du.
0

Tem-se, pela férmula de Barrow, que
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IT (8 val.)

1. (4,0 val.) Analise a natureza das séries e, em caso de convergéncia, determine a
soma de uma delas:

RGO e 100 nt1 n—1
. n®+vn? y 1 et 43
(4) ; Thnd (44) ; ntg(ﬁ) (ddi) ; T om
Resolugao.
2 /0" 3 2 1
i) Considerem-se as sucessoes a, = L eb, = no_ —. Tem-se
n + n? n® n
n2+\/n73
n . s ) 1+1
lim =% = lim 22— i LUV g
n—+oo b, n—-+o00 n n—-+o00 1/n2 +1
n3

LR ~ s . o0 o0 A~
Do critério de comparacao as séries » > a, € >~ b, tém a mesma
s o0 ’ s . .
natureza. Como a série )~ b, é uma série de Dirichlet divergente,
o~ 1 . teon? /il
Yo Scomp=1<1, asérie ), —————

_ ¢ também divergente.
n=1 npP = n + n3

tgx
ii) Uma vez que limx_mg— =1, tem-se
x

1
li tg(=) = li =140
A, nie) = m Tre =1
A série
“+oo
> ntg(=)
n=1

é divergente, pois nao satisfaz a condicao necessaria para a convergencia
de séries.

iii)
+o0 - +oo
en—|—1 +3n 1 n
e
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n=1 n=1 n=1



n
L. e\”" 3 - L. .
As séries Z:j (Z) e :3 (Z) sao duas séries geométricas con-

e
vergentes, de razao R = 1< 1 (resp.R = 1< 1). A soma da série
é

+oo entl _‘_3n71 i 1 % e2

92n 1-¢ ' 31-3 4—e¢

n=1

2. (3,0 val.) Considere a série de poténcias

+oo
> an2+a)"
n=1

1

nn+1)(n+2)
série de poténcias é absolutamente convergente.

i) Sendo a, =

determine o maior intervalo aberto de R onde a

ii) Sendo a, = 2™ determine, quando possivel, a soma da série de poténcias.
Resolugao.

(i) Tem-se para o raio de convergéncia

1
ay, ) n(n+1)(n+2)
r= lim [ = lim T =
nooo lQpyy oo gl

A série 37 a,,(2+2)" converge absolutamente se [z+2| < 1ie -3 <z < —1
e diverge em R\ [—3, —1]. Assim | — 3, —1[é o maior intervalo aberto onde a
série de poténcias converge absolutamente.

(ii) Para a série

+o0
> 224 a)n,
n=1

é uma série de geométrica convergente sse

x‘ <1 ie € —4,0. A

24\t HE 2
2\ ) T

T
n=1

soma da série é




III (2 val.)

1. (2,0 val.) Seja a €]z, x2[=1 C R e a funcao f : I — R indefinidamente diferen-
ciavel. Mostre que se existir k£ > 0 tal que para x € I

|f(")(x)‘ <K', meN,

a série ¢ e ( )(a: —a)" em cada = € I converge para f(z).

Resolucao. Sendo funcao f : I — R indefinidamente diferencidvel, da férmula
de Taylor, tem-se

f(x) = P,(x)+ Ry(x), ze€l

em que .
Pa@) = f(a) + fla)(z—a)+ ...+ 2 (a)ézlr —a)
(n+1) _ g\t
Rate) = ((:L)fma) ¢ €la, z
Ora (1 — )t
| Bn(2)] < D)
e como n_r: — 0, com b = k(z —a) € R, tem-se para cada z € [
i (o) 0
) +
X )
=3



