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I (11 val.)

1. (5,0 val.) Determine o valor dos integrais:

Q) /jﬁmm (id) /12(9 L3

— 22)(1 + z2) du

Resolugao. (i) Primitivando por partes \/xInz,

213 213 1 213 da3
P(\/Elnx) :—g lnx—P( z —) = g Inz — g
T

e pela formula de Barrow tem-se finalmente

2 22 dz3 ’
/\/Elnxdw: Ine ——| =
1
1
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(77) A funcdo integranda é uma fungao racional que se decompde em fracgoes
simples

2 T +3 2 1 21 >Bx+C
dz = do = A d do =
/1 O —22)(1+a2) " /1 B_2)1t+a2) " /13—;1: ”/1 211

= A[ln(3 —2)) + B/2 [In(2* + 1)}? + C [arctg ]} .

A determinacao das constantes A, B,C é feita pelo método dos coeficientes
indeterminados ja que

1=A*+1)+ (Br+O)(3 — ),

1.e

1=(A-B)x*+ (3B—C)r+ A+ 3C,



vindo que

A-B=0
3B—-C=0
A+3C=1.
Obtém-se A =1/10, B =1/10, C = 3/10, e conclui-se que:
2
/1 9 ;2;213_|_ ) dr = % In(3 — )]} + % [In(2* + 1)]? + % arctg ] .
1

(— In(2) + %1n(5/2) + 3arctg2 — S—W) :

~ 10 A

2. (3,5 val.) Considere a fungao F' :] — 1, +oo[— R

F(z) :/ x f(t) dt.
0
em que f :] —1,+oo[— R é uma fungao continua

i) A fungao F' é diferencidvel em | — 1, +00[? Defina a func¢ao derivada de F.

ii) Sendo f :] —1,4o00[— R,

1
2+t)VE+3’

determine F'(1) utilizando a substituigao ¢ + 3 = u?.

ft) =

Resolugao.

i) A funcao [ f(t) dt é um integral indefinido de uma fungdo continua
em | — 1,400] e portanto diferencidvel em | — 1, +o0o[, pelo Teorema
Fundamental do Célculo. Como F(x) =z [ f(t) dt, resulta do produto
de fungoes diferencidveis em | — 1,400 e é, também, diferencidvel em
] — 1,+00[. A sua derivada é dada por:

F'(z) = /Ox f(t) dt +xf(x).

pela regra da derivada do produto e pelo Teorema Fundamental do Cal-
culo.



1
i) F(1) = fol (Q—Ft)—tm dt. Integrando por substituigao, usando a mu-

danca de varidvel, t + 3 = u?, tem-se
! 1 22 22
/—dt:/ Q—Udu:/ = du=
o (t+2)vVt+3 vz u(u® —1) vz (u?=1)
2 1 w—1\1 1 V3—1
vilu=1) (u+1) ut+1)] 5 3 V341

3. (2,5 val.) Determine a drea da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

y=x°+1, y=x+3.

Resolucao.

Estabelecendo 22 +1 = 2+ 3 tem-se x = —1 ou x = 2 , assim a drea da regiao
D ¢é dada por:

2
/ r+3—(2* +1) dr.
-1

Tem-se, pela férmula de Barrow, que

2 3 a? 10
/ —2? b +2de = —$—+x—+2x = —.
1 3 2 4 3



IT (8 val.)

1. (4,0 val.) Analise a natureza das séries e, em caso de convergéncia, determine a

soma de uma delas:

(i) Z @ (i7) Z nlog(1l + 1) (44) Z ﬂ-n_2+3n+

2+ n? n
n=1 + n=1 n=1
Resolugao.
, . . vnd4+n vn3 1
i) Considerem-se as sucessoes a,, = -5 ¢ b, = = =T Tem-se
24+n n n2

vn3+n

o2 1+1
lim & = lim 217 :limM =1eRt.
bn vn3 2/n2+1

n2

s . ~ s o0 o0 N

Do critério de comparacao as séries » >~ a, e Y >~ b, tém a mesma
Y o0 7 7 . . . .

natureza. Como a série > >° | b, é uma série de Dirichlet divergente,

+0o \/n _|_

S = com p=1/2<1, a série Z 5 ¢ também divergente.

n=1n +7”L
1 1
ii) Uma vez que lim, — Oll(x——i_) =1, tem-se
T
, 1 . In(1+41)

A série
+00 1
5 nlog(l+ —)
n
n=1
é divergente, pois nao satisfaz a condigao necessaria para a convergéncia
de séries.

iii)

+o0 e 1+3n+1 1+00 n +00 3\"
DR IDNCED )

n=1



n
L. T\ " 3 _ L. .
As séries Z:g (Z) e :{g (Z) sao duas séries geométricas con-

vergentes, de razao R = % < 1 (resp.R = 1 < 1). A soma da série
¢ +
0 7.[.nfl + 3n+1 %
3 5 = 9.
o2n - + +

us
n=1 4

1
s

2. (3,0 val.) Considere a série de poténcias

+oo
> an2+a)"
n=1

1
i) Sendo a, = determine o maior intervalo aberto de R

(n+1)(n+2)(n+3)
onde a série de poténcias é absolutamente convergente.

ii) Sendo a, = 37" determine, quando possivel, a soma da série de poténcias.

Resolugao.

(i) Tem-se para o raio de convergéncia

1

nooe lappy oo s

A série 37 a,,(2+x)" converge absolutamente se [z+2| < 1ie -3 <z < —1
e diverge em R\ [-3, —1]. Assim | — 3, —1[é o maior intervalo aberto onde a
série de poténcias converge absolutamente.

(ii) Para a série

“+o0o
> 32t a)",
n=1

é uma série de geométrica convergente sse

*Z“’ 2+2\"  HT 24y
3 I

n=1

x‘ <1, ie z€ —51[ A

soma da série é




III (2 val.)

1. (2,0 val.) Seja a €]z, x2[=1 C R e a funcao f : I — R indefinidamente diferen-
ciavel. Mostre que se existir k£ > 0 tal que para x € I

|f(")(x)‘ <K', meN,

a série ¢ e ( )(a: —a)" em cada = € I converge para f(z).

Resolucao. Sendo funcao f : I — R indefinidamente diferencidvel, da férmula
de Taylor, tem-se

f(x) = P,(x)+ Ry(x), ze€l

em que .
Pa@) = f(a) + fla)(z—a)+ ...+ 2 (a)ézlr —a)
(n+1) _ g\t
Rate) = ((:L)fma) ¢ €la, z
Ora (1 — )t
| Bn(2)] < D)
e como n_r: — 0, com b = k(z —a) € R, tem-se para cada z € [
i (o) 0
) +
X )
=3



