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INSTITUTO SUPERIOR TECNICO

Exemplos de solu¢des estaticamente ou
cinematicamente admissiveis de lajes
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> Laje sujeita a uma carga uniforme (q)
X
Fronteira | Cond. Cinematica | Cond. Estatica
w=0
x=0 —
o
{mxx =0
x=4 -
rXZ = 0
y=0 w=0 m,, = 0
y=2 - {myy =Y
v, = 0
{x =4
- m_ =0
y=2
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Solucdo cinematicamente admissivel

AT Y
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Solucao estaticamente admissivel

1

m, (x,y)=-+q(4=x)
m, (5,3 =m, (x,) =0

=



Solucao cinematicamente admissivel

AN

=



_______ —i — Solucao estaticamente admissivel

g Im ¥ )
/ ?—Ir —%q(4—x)2 para y <1
7 | m,(x,y)= ,
_______ ’ X -1 >
o — T >q X para y 21
kmyy(x9y):mxy(’x’y)zo
vy

420 |
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Solucdo estaticamente admissivel

|

Suficiente:m e r,_(=v,, ) continuos

Na solugdo exacta m__é continuo
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15 X E =10" kKN/m?
—I’- h=0,1m
15 v=0,2
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x E =10* kKN/m?
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Carregamento: q (kN/m?) em toda a laje
( m, (x,y)=— q(Z y) com/l=3—+x
mxx('x9y) — mxy('x9y) — O
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TSI IS II TSI,

T i T i T x  Carregamento: q (kN/m? )em toda a laje
I 0 | 2 ( )
3 i L J: i myy(x,y): Q(Z y) com { = 3__x
l | m, (x,y)=m, (x,y)=0
-—— 4 m ——] y=10:
ly ¥ 0 m —mxxnx+2m non,+m,n 2=

=






=



=




Carregamento: g = 1 kN/m? em toda a laje
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Mo (T, y) = <

My (,7) = <

My (2, 1) =0

a2

Carregamento: g = 1 kN/m? em toda a laje

T <2N2<y<H

2 <
—2+3(-2+2)—1(-24+1x)? 2<z<5A2<y <5

(0 cC
_§ y<2A2<x<5H

—24+3(=2+y)—2(-2+y)?* 2<y<H5A2<w<H
—2(=7+y)? y>5bA2<x<h
0 ce
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Laje sujeita a uma carga uniforme (q)

Fronteira | Cond. Cinematica | Cond. Estatica
x=0 w=0 m_=0
x=3 m_=0
y#3 r.=0
y=0 w=0 m, =0
m._ =0

— 6 _ Yy
Y { v, = 0
y=6—x w=0 m,_ continuo

m,, =0

=






_____ T — Carregamento: g (kN/m?) em toda a laje
I
3

(m,(x,y)=m, (x,y)=0
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_____ T — Carregamento: g (kN/m?) em toda a laje
I
3

rmxx(xﬂy):mxy(xﬂy):()

~Lgy’ —6q(3—£)% para y<6—x
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—_——— T — Carregamento: ¢ = 1kN/m? em toda a laje
X

mxx(xﬂy):myy(x9y) :O
m(x,y)=—3xy+Ax+By+C
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Solucao de lajes finas



Solucao de lajes finas

Meétodos experimentais (extensometria, fotoelasticidade, ...)

Solucoes analiticas (lajes triangulares, circulares, ...)

Solucdes numéricas
Séries (Navier e Lévy);
Meétodo das Diferencas Finitas;
Meétodo dos Elementos Finitos;
Método das Faixas Finitas;
Método dos Elementos de Fronteira;

=



Como obter solucoes em lajes?

Métodos experimentais (extensometria, fotoelasticidade, ...)

Solucoes analiticas (lajes triangulares, circulares, ...)

Solucdes numéricas
Séries (Navier e Lévy);
Meétodo das Diferencas Finitas;
Meétodo dos Elementos Finitos;
Método das Faixas Finitas;
Método dos Elementos de Fronteira;
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Solucoes analiticas

Laje circular encastrada sujeita a uma carga uniforme

a=2,0m

h =0,15m
) 5 E=29-10°kN-m "~
v =0,2
g =10,0kN.-m™?

Y=

gy

=



w(x, )

Solucao analitica:
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mae(w,y) =3¢ (v +1) =2 +3) = 2 (Bv + 1))

M xx
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My (wa y) =

1
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qry(v—1)
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Laje triangular simplesmente apoiada

sujeita a uma carga uniforme

a

a=2,0m

h =0,15m

E =29-10°kN-m =
v =0, 2

¢ =10,0kN-m >

Y =
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Solucao analitica

4
(2 + ) —|—a:3—3asy2> <§a2 — 22 —yz)

ve(2,y) = — % (2ax — 327 + 3y7)

Vy
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My (2, )

__1 ((a+33&*) (8@2(V+ 1)

432a
—Gax(v+T7)—9 ("(v=5)+ 3y Bv+1))))

=



y(v—1) (—2&2—|—6a$—|—9 ($2+y2))

My,
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For¢as (reacgoes) de canto

R :[[mt]] =m —m,

. 2 2
m, = (myy —mxx)nx n,+ mxy(nx —ny)
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Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a uma carga genérica
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w(x,y) = iikm” Sel’l(Mﬂ'gj S@l’l(l’lﬂ'%j

m=1 n=1

A carga pode ser expressa na forma,

g(x, ) = ZZa Sen( jsen(nﬂ;;)

m=1 n=1

4 (0 X
a, = —j I q(x,y)sen| mmx— |sen| n 72 | dx dy
ab Jo Jo a b

A solucao exacta ¢ dada por:

2 2\ 72
Viw(x,y)=q(x,y)/D = &k, U Em +nj

onde:

4D bZ

Para um ntiimero finito de termos, a solugdo satisfaz todas as condi¢des excepto o
equilibrio no dominio (a carga para a qual a solucao ¢ exacta ndo € a carga
realmente aplicada na laje).

=



No caso da carga uniformemente distribuida num rectangulo tem-se:

| a |

T

A |

s ma sen{ L Jon - Jsn{
a, = > Sen| mx= |sen| nx— |sen| max— |sen| nT—
mnw a b 2a 2b

Para uma carga uniforme em toda a laje (m e n impares):

16¢g

2
mn7imw

amn =

=



Exemplo: Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a carga uniforme, com:

a=4,0m

b=2,0m

h =0,15m
E=29-10°kN-m™?
v =0,2

7 =10,0kN-m*

Seja nt o valor maximo dos indices m e n utilizados nas series.
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nt={1,5,..., 17}

Para ¥=75 :

N S

nt=1{21,51, 499}

=



Campo de deslocamentos

nt=3

w(x)

0.000

0.003

| =

M=
%

by
0.010

=



Deslocamento (adimensional) | Erro relativo (%) em

no centro da laje relacao a n=1001
1 0,0106512534865495 5,16
3 0,0100758185494733 -0,521
5 0,0101387809097701 0,0998
7 0,0101259072924219 -0,0272
9 0,0101296368557168 0,00961
15 0,0101285629631140 -0,000988
25 0,0101286722140834 0,0000904
1001 0,0101286630552059

Convergéncia rdpida (ndo monotonica)em deslocamentos.
Piora quando a geometria ndo é rectangular.
‘Impossivel’ para geometrias irregulares.
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nt=3

O campo de rotagdes 0.

<>
8

=



Diagrama de momentos 7.

(Nao ¢ parabodlico no maior vao)

=



1
3
5
7
9

15
25
1001

Momento m__ (adimensional) | Erro relativo (%) em

no centro da laje
0,0473056462295854

0,0338780102567317
0,0377694558983312
0,0362241395076126
0,0369612730107951
0,0366398797061355
0,0367196678973173
0,0367043631299983

Convergéncia mais lenta para momentos.
Pode subestimar ou sobrestimar os momentos.

relacao a nr=1001

=



nt=15

Diagrama de momentos 77y,

(Quase-parabolico no menor vao)

=



Diagramas de momentos flectores (a = 2b = 4m)

No centro (x=2; y=1):

m, ~0.1 gb’
m_~0.04gb*~ 2(vm,,)
(v=0.2;a=2b..a >Db)

=



Diagrama de momentos 7.y

nt=15

—0.0s

0.00

(Forgas de canto)

=



nt=101

Diagrama de esfor¢o transverso v,

—0.1F
—0.2}

—0.3F

_0
¥=3

(Nao ¢ linear no maior vao)

=



101
1001

Esforc¢o transverso v,

(adimensional) no ponto (0, 5/2)

0,206409820372477
0,329892640563438
0,347404905025740
0,354223589855889
0,357850800570527
0,360101993609245

0,365748496351449
0,36931 1586623748

Erro relativo (%)
em relacao a

n=1001

-44,1
-10,6
-5,93
-4,08
-3,10
-2,49
-0,964

Convergéncia ainda mais lenta para esforgo transverso.
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Carga aplicada numa regido rectangular.
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Para y = %b S
nt={1,11,21,31,41}

No limite ....
(nt =1000)

0.3

0.6

04

0.2t

=



Representagdo da carga usando 9 termos

nt=9

=



Representagdo da carga usando 20 termos

nt=20

=



Representagdo da carga usando 60 termos

nt=060

=



Para os casos mais comuns (em termos de materiais, geometria, condi¢oes de apoio
¢ solicitagdo), os resultados obtidos atraves de séries foram determinados e
agrupados em tabelas. Por exemplo:

X w?ldim madim madim

xr A yy A

- >

|
I
! : 1.0 0.004062 0.047886  0.047886
|
b | 44 | v= 0,3 1.1 0.004869 0.055484  0.049317
| | 1.2 0.005651 0.062682  0.050081
! : 13 0.006392 0.069385  0.050337

-— 14 0.007085  0.075549 0.050222
| } 1.5 0.007724  0.081160 0.049843

a 1.6 0.008308  0.086229 0.049285

1.7 0.008838  0.090780 0.048615

4 1.8 0.009316  0.094847 0.047880
1.9 0.009745  0.098468 0.047116

,wadlm _ w -yn/a’dim o 'Tn/a- 3 2.0 0.010129 0.101680 0.046350
E a3 q aQ 2.1 0.010471  0.104530 0.045600

Df 2.2 0.010775  0.107040 0.044879

23 0011045 0.109260  0.044194

24 0011284 0111220  0.043552

Tablas para el calculo de placas 25 0011496 0.112940  0.042954
y vigas pared, Richard Bares, 1981. 26 0011683 0.114450  0.042401
2.7 0011847 0.115780  0.041894

28 0011993 0.116940  0.041430

29 0012120 0.117970  0.041008

30 0012233 0.118860  0.040626

=



Tablas para el calculo de placas y
vigas pared, Richard Bares, 1981.
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Tablas para el calculo de placas y
vigas pared, Richard Bares, 1981.
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+— v Tablas para el calculo de placas y
~ vigas pared, Richard Bares, 1981.
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Laje rectangular simplesmente apoiada sujeita a uma carga uniforme
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Exemplo de uma malha grosseira de elementos
finitos com 2x4 elementos (de 4 nos) € 15 nos
no total. A obten¢ao da solucao envolve

a resolucao de um sistema de

equacoes com 17 incognitas.

Solugdo para a deformada (compativel?)

YT x
z

v’l\x
z

=



Uma malha grosseira conduz a uma fraca aproximacao da solu¢ao exacta.

=



Exemplo de malha de elementos finitos

com 10x20 elementos (de 16 nos) e 1891 nos
no total. A obten¢ao da solucao envolve a
resolucdo de um sistema de equacoes com

5309 incognitas.

Y/{\X

VA

=



Solucdo para a deformada

=



=

g3g288388888888

333333333333333
_______________

my
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MEF

8 elementos
(4 nos)

200 elementos
(16 nods)

Solucao ‘exacta’
(Série de Navier)

adim

valor

0,007506
0,01026

0,01012

64
Dy

Erro (%)  valor  Erro (%)
259 0,02720 -25,9
1,32 0,03681 0,30
0,03670  ---
adim ma ﬁ adim
m — v

Erro (%)

valor

0,1876 -49,2
0,4650 25,92
0,3693  ---

Ve

qb

=



Laje circular encastrada sujeita a uma carga uniforme

2,0m
h =0,15m

(=

—29-10kN-m 2

E

= A

v =0,2

10,0kN-m~2

q

=Y,



Malha com 300 elementos finitos € 2781 nds (7923 incognitas).

Y"l‘-x
z

Solugdo para a deformada
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Laje de betdo sujeita a ac¢ao do peso proprio
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STRESS

200.0

16000.
12000.
8000.
4000.
0.
— -4000.
— -8000.

-12000.
E -16000.
-20000.

= -24000.
= -28000.

-32000.
-36000.
-40000.

=



38.33
31.67
25.00
18.33
11.67
5.00
-1.67
-8.33
-15.00
-21.67
-28.33
-35.00

=



m

28.75
23.75
18.75
13.75
8.75
3.75
-1.25
-6.25
-11.25
-16.25
-21.25
-26.25

=



28.75
23.75
18.75
13.75
8.75
3.75
-1.25
-6.25
-11.25
-16.25
-21.25
-26.25

=



Vantagens do Método dos Elementos Finitos:
* Qualquer geometria e quaisquer condigOes de fronteira;

* Controlo do erro da solucao e execu¢cao muito rapida;

* Analises lineares ou nao-lineares, estaticas ou dinamicas.
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